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Аннотация
В статье рассмотрена волновая фокусировка лазерного излучения осе-
симметричным параболическим зеркалом. На зеркало параллельно 
его оси падает лазерный пучок, имеющий гауссовское поперечное 
распределение интенсивности. Для вычисления векторного-потенциа-
ла электромагнитного поля вблизи фокуса применяется обобщенный 
интеграл Кирхгофа, который является интегральным представлением 
решения краевой задачи для волнового уравнения. Проведено числен-
ное моделирование волновой фокусировки аксиально симметричным 
параболическим зеркалом. Показано, что если волновой фронт падаю-
щей волны плоский, чему соответствует коллимированный гауссовский 
пучок, то в фокальной плоскости параболического зеркала и вблизи 
нее в параксиальном приближении векторный потенциал и электриче-
ское поле имеют гауссовское поперечное распределение интенсивно-
сти. Для широкоапертурных систем в распределении поля центральный 
максимум уменьшается и появляются периферийные кольца. 
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Abstract
This paper considers the laser radiation wave focusing by the axisymmet-
ric parabolic mirror. A laser beam with a Guassian lateral intensity distri-
bution falls on a mirror in parallel to its axis. To find a vector potential of 
the electro-magnetic field in the neighborhood of the focus, we apply a 
generalized Kirchhoff integral, which is an integral form of the solution to 
the boundary problem for the wave equation. We performed numerical 
simulation of the wave focusing by the axially symmetric parabolic mirror. 
It has been shown that if the incident wave-front is plane, which corre-
sponds to the collimated Gaussian beam, then in the focal plane of the 
parabolic mirror and within its neighborhood in paraxial approximation 
the vector potential and electric field have the Gaussian transverse inten-
sity distribution. For the large aperture systems, the central maximum in 
the field distribution decreases and peripheral rings appear. 

В различных применениях астрономии [1–2], 
физики антенн [3–8], оптических устройств 
[9; 10], лазерной техники [11; 12] используются 
параболические зеркала1, обладающие уни-

1 Tydex. Внеосевые параболические зеркала. URL : 
http://www.tydexoptics.com/ru/products/spectros-
copy/oap_mirrors.

кальным свойством собирать параллельные 
лучи в одну точку — геометрический фокус.

В последние годы в фемтосекундной ла-
зерной физике для формирования высоких 
интенсивностей излучения в качестве фоку-
сирующей системы также применялось па-
раболическое зеркало [12]. Такая конструк-

http://dx.doi.org/10.17150/2500-2759.2016.26(4).652-658 
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ция фокусирующей системы привлекает ис-
следователей дешевизной изготовления, так 
как для зеркала требуется обработать одну 
поверхность, а для линзы — две. Параболи-
ческое зеркало при падении на него плоской 
волны формирует сферический волновой 
фронт для отраженной волны, что позволяет 
осуществить практически идеальную фоку-
сировку. Недостатком параболического зер-
кала является необходимость осуществления 
косой фокусировки под некоторым углом 
к оптической оси, чтобы развести в про-
странстве падающую и облучающую объект 
волны, что должно ухудшать характеристики 
сфокусированного излучения в фокальной 
области. Теория параболического зеркала 
сложнее теории линзы [13–15].

Для определения картины и характери-
стик излучения в фокальной области требует-
ся привлекать методы волновой оптики. Наи-
более адекватным методом расчета полей в 
фокусе является применение обобщенного 
интеграла Кирхгофа [16, с. 348], поскольку 
он считается интегральным представлением 
нестационарного (в отличие от уравнения 
Гельмгольца) волнового уравнения.

Далее рассмотрим теорию волновой фо-
кусировки лазерного излучения параболиче-
ским зеркалом с применением обобщенного 
интеграла Кирхгофа. Данная статья посвяще-
на нормальному падению плоской волны на 
осесимметричное параболическое зеркало.

ПЛАНИМЕТРИЯ ПАРАБОЛЫ
В планиметрии парабола — это геоме-

трическое место точек, для которого сум-
марное расстояние до прямой и фокуса по-
стоянно (рис. 1), что допускает применение 
принципа Ферма к определению траектории 
распространения лучей 

AB + BF = R.
Математическая запись этого соотноше-

ния дает выражение 

 − + − + = 
 

2

2 ,
2 2s s s

R R
z z r R
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= 21
.

2s sz r
R  

(1)

Точка B с координатами {rs, zs} лежит на 
параболе (см. рис. 1). Уравнение (1) являет-
ся уравнением параболы.

Вычислим в точке zs производную 

= 2 ;s sr Rz

∂
=

∂
.

2
s

s s

r R

z z

O

rs

r

B A

F

RR/2Zs R + Zs

D

A’

Êàñàòåëüíàÿ

Íîðìàëü

z

Рис. 1. Планиметрия параболы

Уравнение касательной

α− = ,
2 s

R
r z

z

где α — константа, значение которой для нас 
не важно. 

Единичный вектор нормали к касательной

    
 = = − + +        

( , ) 1/ 1 , / 1 .
2 2 2r z

s s s

R R R
n n

z z z
n

Найдем точку пересечения нормали с 
осью Oz. Для этого запишем векторное 
уравнение прямой, являющейся нормалью к 
поверхности параболы:

δ= + ,sr r n
где δ — числовая переменная. 

Перепишем векторное уравнение в виде 
двух координатных уравнений

δ= + ,s rr r n

δ= + .s zz z n

Точка пересечения с осью Oz находится 
из условия  r = 0, откуда 

δ = −
1

2 .s

r

Rz
n

Подставив в уравнение для z, найдем

= + .sz R z

Покажем, что луч AB, отразившись от 
параболы по закону геометрической оптики, 
попадет в точку F (R/2). В самом деле, тре-
угольник ∆DBF равнобедренный из равенства 
углов ∠ = ∠ .DBF FDB  Углы ABD∠  и DBF∠  
равны как углы падения и отражения луча от 
поверхности параболы. Углы �ABD∠  и FDB∠  
равны как углы между двумя параллельными 
прямыми и секущей прямой. Если точка F 
не попадает в R/2, то нарушается условие 
AB + BF = R, что невозможно. Таким обра-
зом, параболоид собирает все лучи, парал-
лельные оси Oz, в точку F(R/2).
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ НОРМАЛИ 
К ПАРАБОЛОИДУ

Провернув параболу (см. рис. 1) вокруг 
оси Oz на 360°, получим пространственный 
трехмерный параболоид. Введем трехмер-
ную систему координат Oxyz. Ось Oz этой 
системы координат показана на рис. 1. Пло-
скость Oxy перпендикулярна оси Oz и каса-
тельна вершины параболоида. В плоскости 
Oxy введем полярную систему координат

µ= cos ,x r    µ=�� sin ,y r  (2)
где μ — полярный угол. 

Нормаль к поверхности параболоида в 
трехмерном пространстве определяется 
по двум точкам (xs, ys, zs) на параболоиде и 
(0, 0, R + zs)  на оси Oz. Нормаль направлена 
вдоль указанного отрезка, длина которого

= + + = +2 2 2 2 2 .s s sd x y R r R

Нас интересует внутренняя нормаль к 
поверхности параболоида, которая фигу-
рирует в интеграле Кирхгофа. Компоненты 
нормали равны косинусам углов, кото-
рые нормаль составляет с осями системы  
координат

µ µ

  = − − =
 + + + 

  = − −
 + + + 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

, , 

, , .

s s

s s s

s s

s s s

x y R

r R r R r R

r cos r sin R

r R r R r R

n

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ 
Квадрат расстояния между точкой на 

параболоиде и точкой вблизи фокуса опре-
деляется по формуле

= − ;s sr r

= − + − + −2 2 2 2( ) .( ) ( )s s ss x x y y z z  (3)

Интеграл Кирхгофа содержит произво-
дные ∂ ∂s n  и −∂ ∂1 .s n  Вычислим их следую-
щим образом:

−∂ = ⋅∇ = − −∂ +

− −
− +

+ +

s 2 2

2 2 2 2

( )
( s)

( ) ( )
.

s s

s

s s s

s s

x x xs
n sr R

y y y z zR

s sr R r R

n

В плоскости наблюдения, перпендику-
лярной оси Oz, положим (задача аксиально 
симметричная)

= = = + ∆0, , ,
2

R
y x r z z

где Δz — смещение вдоль оси z плоскости 
наблюдения относительно точки F(R/2).

Получим в результате

2 2

2
2

1

1
cos .

2 2

s

s s

s
n s r R

R
r r r R zµ

∂ = ×∂ +

 
× − + − − ∆ 
   

(4)

В параксиальном приближении 

∆ ,� , � ;sR r r z

∂ = −∂ .
2

Rs
n s

Расстояние до точки наблюдения опреде-
ляется следующим образом:

µ  = + − + + ∆ − 
 

2

2 2 2 2 cos .
2s s s

R
s r r r r z z

Вычислим производную −∂ ∂1 .s n  по фор-
муле

µ

−∂ ∂= − = − ×∂ ∂ +

 
× − + − − ∆ ≈ 
 

1

2 3 2 2

2
2

3

1 1

1
cos .

2 2 2

s

s s

s s
n ns s r R

R R
r r r R z

s    

(5)

Плоская волна в физическом трехмер-
ном пространстве описывается выражением

ω= − ⋅0( , ) ( ( ( ))),��A t A exp i tr k r  (6)

которое является решением волнового урав-
нения

∂
−∆ =

∂

2

2 2

1
0,��

A
A

c t  
(7)

в чем можно убедиться непосредственной 
подстановкой формулы (6) в выражение (7).

Поле, падающее на параболоид, распро-
страняется в отрицательную сторону оси Oz, 
тогда

ω
 

= − + 
 

2

0 2
( , ) cos( ).

r
A r t A exp t kz

a     
(8)

где = .k k
Такое поле представляет собой случай 

коллимированного гауссовского пучка. На 
параболоиде значения поля равны

2

0 2
( , ) cos( ).s

s

r
A r t A exp t kz

a
ω

 
= − + 

 

ЗАПИСЬ ВОЛНЫ, ОТРАЖЕННОЙ 
ОТ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЗЕРКАЛА

Определим вектор k’ волны, отраженной 
от параболического зеркала. Этот вектор на-
правлен вдоль линии BF (см. рис. 1), которая 
может быть повернута на полярный угол μ  
относительно оси Oz:

β µ= −' sin2 cos ,xk k

β µ= −' sin2 sin ,yk k     β=' cos2 .zk k
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Угол β равен углу падения луча на поверх-
ность параболоида, поэтому отраженный луч 
будет составлять угол 2β с осью Oz. Здесь 

β =
+
2

sin2 ,
2
s

s

r

R z    
β

−
=

+
2

cos2 .
2

s

s

R z

R z     
(9)

Скалярное произведение принимает вид

( ) ' ' '

sin2 cos sin2 sin cos2 .

x y zk x k y k z

k x k y k zβ µ β µ β

⋅ = + + =

= − − +

k' r

Подставляя выражение (2), получим

β µ β µ
β β β

⋅ = − − +
+ = − +

2 2( ) sin2 cos sin2 sin

cos2 sin2 cos2 .

kr kr

kz kr kz

k' r

Видим, что в случае нормального падения 
задача аксиально-симметричная. Окончатель-
ная запись отраженной волны принимает вид

2

0( , ) exp

2 2
cos .�

2 2

s

s s

s s

r
A t A

a

r R z
t k r z

R z R z
ω
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  −

× + −  + +   

′ r
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Вводим также обозначение
2

*
0, exp

2 2
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r R z
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R z R z
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r

ЗАПИСЬ ИНТЕГРАЛА КИРХГОФА
Векторный потенциал электромагнитно-

го поля в вакууме подчиняется векторному 
волновому уравнению. Тогда согласно книге 
М. Борна и Э. Вольфа [16] имеет место сле-
дующая обобщенная теорема Кирхгофа, ко-
торая устанавливает связь решения волново-
го уравнения в произвольной точке простран-
ства r и в произвольный момент времени t со 
значениями решения и его производных на 
произвольной поверхности S, охватывающей 
указанную точку

( )
( )

( )
π

− ∂
− − ∂ 

∂ ∂ = − − − ∂ ∂ 
∂ 

− − ∂ 

∫∫

1

,

1 1
( , ) , .

4
1

,

S

sst
c n

s st t dS
ccs n t

st
cs n

S

S

S

A r

A
A r r

A
r

Компоненты электромагнитного поля 
полностью определяются векторным потен-
циалом как комбинации его производных. 
Ограничимся рассмотрением линейно поляри-
зованного вдоль оси x векторного потенциала

=( , ) ( , ).t A tx xA r e r  

Скалярная функция ( , )A tr  удовлетворя-
ет интегралу Кирхгофа в виде

( )
( )

( )
π

− ∂
− − ∂ 

∂ ∂ = − − − ∂ ∂ 
∂ 

− − ∂ 

∫∫

1

,

1 1
( , ) , .

4
1

,

S

ssA t
c n

s A sA t t dS
ccs n t

A st
cs n

S

S

S

r

r r

r
 

(11)

Здесь s описывается формулой (3). Про-
изводная ∂ ∂n  берется по нормали к поверх-
ности S в точке rs, тогда

∂
= ⋅∇

∂
.

A
A

n
n

Формула (11) представляет собой инте-
гральную запись строгого решения скалярно-
го нестационарного волнового уравнения (7) 
и может быть конструктивно использована 
для исследования распределений векторного 
потенциала в фокусе оптической системы 
при фокусировке лазерных импульсов про-
извольной длительности.

Получим выражение для интеграла Кирхго-
фа для случая фокусировки плоской волны (8) 
параболическим зеркалом. Фокусируется от-
раженная волна (10). Вычислим производные, 
фигурирующие в интеграле Кирхгофа, и возь-
мем их значения на поверхности параболоида

ω∂
= − ′

∂
*'

A ,
A

t

 ∂  = + +  ∂ + +  

 −
+  + 

′

+ 
′

' *

22 2

*

2 2

2 2'( , )
A

2

2
A .�

2

s s s

S ss

s

ss

r r krA r t
A

n a R zr R

R zkR

R zr R

Производные −∂ ∂1 .s n  и ∂ ∂s n  вычисляют-
ся по формулам (4) и (5).

В результате довольно громоздких пре-
образований в пренебрежении малыми сла-
гаемыми порядка − −≈1 7( ) 10kR  получим

π

π

ω

 − 
 = − =

+

  = − − ×    +  

  −
× + − −  + + 

′

 

∫∫

∫∫





*

2 2

2

0 2 2

2

A ,

( , )
2

1�
A

2

2 2
.

2 2

S s

s

S s

s s
s

s s

s
r t

kR c
A t dS

s r R

rkR
exp

as r R

r R z
sin t k z s dS

R z R z

r

В интеграле Кирхгофа в выражении для 
фазы стоит скалярное произведение ⋅( )

S
k' r . 

Для упрощения вычислений целесообразно 
сдвинуть систему координат вдоль оси Oz на 
величину R/2(z = R/2 + Δz) так, чтобы центр 
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системы координат находился в фокусе па-
раболического зеркала. Изменение системы 
координат не влияет на результаты вычисле-
ний. В новой системе координат скалярное 
произведение будет равно =⋅ ) ,(

S fksk' r  где 
= +2f ss R z  — расстояние от точки отраже-

ния B до точки фокуса F.
С учетом преобразования сдвига си-

стемы координат интеграл Кирхгофа при-
нимает вид

[ ]
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2 2
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r

Далее следует записать выражение для 
разности хода (квадратичными малыми 
слагаемыми пренебрегаем, так как − ÷∆ ∆ ≈2 2 8 10, � ,� 10r z r z 

− ÷∆ ∆ ≈2 2 8 10, � ,� 10r z r z )

β µ β− = −∆sin2 cos cos2 �.�fs s r z . (13)

Подставляя выражение (13) в формулу 
(12), получаем

π

π

µ
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s
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(14)

Интеграл Кирхгофа (14) описывает рас-
пределение векторного потенциала в фо-
кальной области параболического зеркала с 
точностью до поляризационных поправок.

РАСЧЕТ ИНТЕГРАЛА КИРХГОФА 
В ФОКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ Δz = 0 

Отделяем зависимость от времени

sin( sin2 cos ) sin( )

cos( sin2 cos ) cos( )sin( sin2 cos ).

t kr t

kr t kr

ω β µ ω
β µ ω β µ
+ = ×

× +

Пользуемся обнулением интеграла и ин-
тегральной формулой для функции Бесселя

π

µ β µ =∫
0

sin( sin2 cos ) 0,�d kr

π

µ β µ π β=∫ 0

0

cos( sin2 cos ) ( sin2 ).d kr J kr

В результате интеграл Кирхгофа (14) 
сводится к однократному интегрированию, а 
после подстановки выражения (9) принимает 
такую форму:

ω
∞

= − ×

    × −      + +   
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Рис. 2. Расчеты интеграла Кирхгофа F(x):
a — b

1
 = b

2
 = 0,2; б — b

1
 = 0, b

2
 = 0,2;  

в — b
1
 = 0,2, b

2
 = 0

В параксиальном приближении  ,�s sR r z  
интеграл вычисляется

ω
  = − −     
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0 2
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r

Получаем гауссовскую функцию с экспо-
ненциальной шириной распределения 
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отражены на рис. 2.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ  
ВНЕ ФОКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ

Распределение поля в плоскости наблюде-
ния, сдвинутой по отношению к фокальной пло-
скости на величину Δz, также можно вычислить

ω ω= − −0 1 2( , ) {sin( ) ( ) cos( ) ( )},�A t A kR t I t Ir r r

β β

∞   = − ×    +  

 
× ∆ 

 

∫
2

1, 2 2 2
0

0

1�
( ) exp

cos
( sin2 ) ( cos2 ).

sin

s
s s

f s

r
I r dr

as r R

J kr k z

r

В параксиальном приближении возника-
ют упрощения

∞
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2
2

02
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2 2
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I k z

a kar
pdpexp p J p

R R
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(16)

Интеграл (16) вычисляется и дает гауссов-
скую функцию

    = ∆ −         

22

1, 2 2
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( ) ( ) exp .

sin

a akr
I k z

R R
r

Для векторного потенциала получаем
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A kR t k z

R R

r

  

(17)

Формула (17) справедлива на небольших 
расстояниях от фокальной точки Δz < 100λ, 
поскольку она не учитывает расплывания 
поперечного распределения в зависимости 
от Δz.

Таким образом, при создании сверхвысо-
ких интенсивностей излучения вплоть до зна-
чений 3 · 1020 Вт/см2 и выше в экспериментах 
с фемтосекундными лазерами использова-
лось параболическое зеркало [12]. В этой 
связи представляет интерес изучение осо-
бенностей процесса фокусировки лазерного 
излучения таким зеркалом, поэтому в данной 
статье использовался подход, основанный на 
применении нестационарного обобщенного 
интеграла Кирхгофа в скалярной форме, а 
также рассмотрено осесимметричное пара-
болическое зеркало, на которое падает кол-
лимированный лазерный пучок с гауссовским 
поперечным распределением. В параксиаль-
ном приближении при нормальном падении 
лазерного излучения на зеркало решение 
волновой задачи в фокальной плоскости 
дает аксиально-симметричное гауссовское 
поперечное распределение для векторно-
го потенциала и электрического поля. Это 
распределение сохраняется на небольших 
расстояниях от фокальной плоскости. При 
нарушении параксиального приближения 
для широкоапертурной системы возника-
ют небольшие отклонения от гауссовского 
распределения, которые проявляются в 
уменьшении центрального максимума поля 
и в появлении периферийных колец для рас-
пределения поля. 
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